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1 Arbres

1.1 Graphes

Dé�nition 1.1 (Graphe). Un graphe Γ est la donnée :

1. d'un ensemble de sommets X = somΓ ;

2. d'un ensemble d'arêtes Y = arΓ ;

3. et de deux appli
ations

Y → X ×X, y 7→ (o(y), t(y))

et

Y → Y, y 7→ y

qui satisfont à la 
ondition suivante : pour tout y ∈ Y , on a y = y, y 6= y, et o(y) = t(y).

Un graphe est généralement représenté par un diagramme. Les sommets sont représenté par

un point et une ligne 
orrespond à un ensemble d'arêtes de la forme {y, y}.

Exemple 1.2 (à parfaire). Le graphe ayant deux sommets P et Q et deux arêtes y et y, ave

P = o(y) et Q = t(y) est représenté par le dessin.

bP b
Q

{y, y}

Dé�nition 1.3 (Morphisme de graphe). Soient deux graphes Γ et Γ′
. On appelle (homo)morphisme

de graphe de Γ dans Γ′
toute appli
ation f : somΓ → somΓ′

qui envoie les sommets de Γ sur


eux de Γ′
telle que : ∀ [P,Q] ∈ arΓ, [f(P ), f(Q)] ∈ arΓ′

, et pour tout yarΓ f(o(y))=o(f(y)) ;

f(t(y))=t(f(y)) ; f(y) = f(y).

Les graphes munis des morphismes de graphes forment un 
atégorie au sens de la théorie des


atégorie.

Dé�nition 1.4 (Orientation ; graphe orienté). Une orientation d'un graphe est une partie Y+

de Y = arΓ telle que Y soit réunion disjointe de Y+ et de Y +. Il est existe toujours. Un graphe

orienté est dé�ni, à isomorphisme près, par la donnée de deux ensembles X et Y+ et d'une

appli
ation Y+ → X ×X .

Réalisation d'un graphe

Soit Γ = (X, Y ) un graphe. Formons l'espa
e topologique T somme disjointe de X et de Y × [0, 1],
où X et Y sont munis de la topologie dis
rète. Soit R la relation d'équivalen
e la plus �ne sur T
pour laquelle (y, t) ≡ (y, 1 − t), (y, 0) ≡ o(y) et (y, 1) ≡ t(y) pour y ∈ Y et t ∈ [0, 1]. L'espa
e

quotient real(Γ) = T/R s'appelle la réalisation du graphe Γ.
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Dé�nition 1.5 (Chemin). Soit n ≥ 0 un entier. Considérons le graphe orienté Chn donné par la


on
aténation d'arêtes [i, i+ 1], 0 6 i < n, ave
 o([i, i+ 1]) = i et t([i, i+ 1]) = i+ 1.
Il a n + 1 sommets 0, 1 · · · , n et n arêtes.

On appelle 
hemin de longueur n dans un graphe Γ tout morphisme c : Chn → Γ.

Dé�nition 1.6 (
onnexité). Un graphe est dit 
onnexe si deux sommets quel
onques sont les ex-

trémités d'au moins un 
hemin. Les sous-graphes 
onnexes maximaux (pour la relation d'in
lusion)

s'appellent les 
omposantes 
onnexes du graphe.

Dé�nition 1.7 (Cir
uit). Soit n ≥ 1 un entier. Considérons le graphe orienté Cirn donné par la


on
aténation d'arêtes [i, i+ 1], i ∈ Z/nZ, ave
 o([i, i+ 1]) = i et t([i, i+ 1]) = i+ 1. L'ensemble

de sommets est Z/nZ.
On appelle 
ir
uit de longueur n dans un graphe tout sous-graphe isomorphe à Cirn.
Un tel graphe est dé�ni par un 
hemin (y1, · · · , yn) sans aller-retour tel que les Pi = t(yi) (1 ≤ i ≤ n
soient distin
ts, et tel que Pn = o(1).

Un 
ir
uit de longueur 1 s'appelle un la
et.

Graphes 
ombinatoires Soit Z un CW -
omplexe de dimension 1, alors on peut naturelle-

ment lui asso
ier un graphe en prenant les 0-
ellules 
omme les sommets et les 1-
ellules 
omme

l'ensemble des paires d'arêtes. Clairement, 
e graphe n'a pas de 
ir
uits de longueur 1 ou 2. Ce


omplexe Z s'appelle la réalisation géométrique du graphe 
orrespondant. Les extrémités d'une

y détermine l'ensemble {y, y}. Don
 pour toute arête y, on peut 
onsidérer la paire d'arêtes {y, y}

omme étant une arête géométrique.

Dé�nition 1.8 (graphe 
ombinatoire). Un graphe est dit 
ombinatoire s'il ne possède pas de


ir
uit de longueur plus petite ou égale à 2.

Lemme 1.9. Un graphe est un graphe 
ombinatoire si et seulement si il est isomorphe à un graphe

qui provient d'un CW -
omplexe de dimension 1.

Démonstration. Si un graphe est isomorphe à un graphe qui ne possède pas de 
ir
uit de longueur

1 ou 2 alors le graphe d'origine lui même possède la même propriété. Pour un tel graphe, on peut


onsidérer la réalisation géométrique 
orrespondante 
omme étant l'ensemble X des sommets du

graphe (les 0-
ellules), et 1-
ellules 
omme évidemment l'ensemble des parties {P,Q} où P et Q
sont liés ou P = Q.

Le graphe de Cayley Γ(G, S)
Soit G un groupe et soit S une partie de G. On note Γ(G, S) le graphe orienté ayant G pour

ensemble de sommets, G× S = (arΓ)+ pour orientation, ave


o(g, s) = g et t(g, s) = gs, pour toute arête (g, s) ∈ G× S.

La multipli
ation à gau
he par les éléments de G dé�nit une opération de G sur Γ qui 
onserve

l'orientation. De plus G opère librement sur les sommets et les arêtes.

Proposition 1.10. Soit Γ(G, S) le graphe dé�ni par un groupe G et une partie S de G.

i. Γ est 
onnexe si et seulement si S engendre G.
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ii. Γ 
ontient un la
et si et seulement si 1 appartient à S.

iii. Γ est un graphe 
ombinatoire si et seulement si S ∩ S−1 = ∅.

Démonstration. i. (⇒) Supposons Γ 
onnexe. Soit g quel
onque dans G alors il existe un


hemin c de Chn dans Γ, d'extrémités l'élément neutre eG de G et g, i.e. c(0) = eG et

c(n) = g. Dans 
e 
as g = c(n) = s1s2 · · · sn. D'où G est bien engendré par S.
(⇐) On suppose que G = 〈S〉. Soient g et g′ deux sommets quel
onques de Γ. On a un


hemin c1 d'origine eG et de somme terminal g et on a aussi un autre 
hemin c2 de g
′
à e−G.

La 
on
aténation de 
es deux 
hemins nous donnent bien un 
hemin de g à g′

ii. Γ 
ontient un la
et alors il existe un sous-graphe Γ′
isomorphe à Cir1. Notons α 
et isomor-

phisme, α envoie 0 sur le sommet g de Γ′
. Si (g, s) est l'arête de Γ′

ave
 s ∈ S alors g = gs,
d'où s = 1.

1.2 Arbres

Dé�nition 1.11 (Arbre). Un arbre est un graphe 
onnexe, non vide, sans 
ir
uit. En parti
ulier

un arbre est un graphe 
ombinatoire.

Géodésiques dans un arbre

Dé�nition 1.12 (Géodésique). Une géodésique dans un arbre est un 
hemin sans aller-retour i.e

yi+1 6= yi.

Proposition 1.13. Soient P et Q deux sommets d'un arbre Γ. Il existe une et une seule géodésique
y1 · · · yn de P à Q. De plus, tous les sommets o(yi) sont distin
ts.

Démonstration. Comme Γ est 
onnexe et sans 
ir
uit alors il existe une géodésique de P à Q. Soit

y1 · · · yn une géodésique telle que o(yi) = o(yj) ave
 i < j, alors le 
hemin yi · · · yj−1 est un 
ir
uit


ar o(yi) = t(yj−1) 
e qui 
ontredit le fait que Γ est un arbre.

Uni
ité : Soient (y1 · · · yn) et z1 · · · zm deux géodésiques de P à Q alors le 
hemin (y1 · · · ynzm · · · z1)
est un 
ir
uit non trivial en P si yn 6= zm. Par ré
urren
e, on en déduit que n = m et yi = zi pour
tout i.

Dé�nition 1.14 (distan
e). La distan
e l(Q,P ) entre deux sommets P et Q d'un arbre est la

longueur n de la géodésique y1, · · · yn de P à Q.

Arbres et systèmes proje
tifs

On se donne un arbre Γ et un sommet P ∈ X(Γ). Pour tout entier n > 0, soit Xn(P ) l'ensemble

des sommets Q de Γ tels que l(P,Q) = n. On a X0(P ) = P .

Si Q ∈ Xn, ave
 n > 1, il existe un et un seul sommet Q′
à une distan
e < n de P auquel Q est

lié. C'est le sommet o(yn) où (y1, · · · yn) est la géodésique de P à Q.

Il existe don
 une appli
ation fn,P : Xn(P ) → Xn−1(P ) qui envoieQ surQ′
. Et les ensemblesXn(P )

forment un système proje
tif Xn(P )
fn,P

−−→ Xn−1(P )
fn−1,P

−−−−→ Xn−2(P ) → · · · → X1 → X0(P ) = P .

Et la réunion des Xn pour tout n nous donne l'ensemble des sommets de 
et arbre Γ. Toutes les

paires d'arêtes (y, y) de Γ peuvent être re
onstituées à partir de 
e système proje
tif 
omme étant
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les paires {Q, fn,P (Q)} pour n > 1 et Q ∈ Xn.

Sous-arbres engendrés par un ensemble de sommets

Soit Γ un arbre et X ′
une partie de X = somΓ. Tout sous-arbre Γ′

de Γ 
ontenant X ′

ontient

les géodésiques d'extrémités dans X ′
. Inversement les sommets et les arêtes de 
es géodésiques


onstitue un sous-arbre Γ′
de Γ 
ontenant X ′

; 
'est le sous-arbre engendré par X ′
...

Réalisation d'un arbre

Si P et Q sont des sommets d'un arbre Γ, alors le sous-arbre Γ(P,Q) engendré par l'ensemble

({P,Q} est isomorphe à Chn où n = l(P,Q) et a une réalisation géométrique homéomorphe à

l'intervalle [0, n]. Comme un intervalle est 
ontra
tile et puisque la réalisation de Γ real(Γ) est la
réunion des réalisation des sous-arbres de la forme Γ(P,Q) P et Q variant dans X , il s'en suit que

la réalisation de tout arbre est un espa
e 
ontra
tile.

Sommets terminaux Soit Γ un graphe� P ∈ X, on dé�nit le graphe Γ − P 
omme étant le

graphe obtenu en supprimant P de l'ensemble des sommets X et en supprimant de Y toutes les

arêtes qui ont P pour origine ou sommet terminal. Si on note YP l'ensemble des arêtes y tel que

t(y) = P alors Γ− P = [(X \ P ), Y \
{

YP ∪ Y P

}

].

Dé�nition 1.15. Le 
ardinal de Yp s'appelle l'indi
e de P . Si n = 0, on dit que P est isolé, (si Γ
est 
onnexe 
e n'est possible que si X = {P}, Y = {∅}). Si n 6 1 on dit que P est une somment

terminal.

Proposition 1.16. Soit P un sommet terminal non isolé d'un graphe Γ (i.e sommet terminal

d'une unique arête).

1. Γ est 
onnexe si et seulement si Γ− P est 
onnexe.

2. Tout 
ir
uit de Γ est 
ontenu dans Γ− P .

3. Γ est un arbre si et seulement si Γ− P est un arbre.

Démonstration. 1. Comme une unique arête y a pour sommet terminal P , alors l'ensemble des

arêtes de Γ− P est Y \ {y, y}. D'où 1.

2. Un sommet d'un 
ir
uit est d'indi
e supérieure ou égale à 2 don
 est di�érent de P , don
 tout


ir
uit de Γ est dans Γ− P .

3. Résulte de 1. et 2.

Soit Γ un graphe non vide. L'ensemble des sous graphes de Γ qui sont des arbres, ordonné par

l'in
lusion, est évidement indu
tif. Il possède don
 un élément maximal ; un tel élément s'appelle

arbre maximal de Γ.

Corollaire 1.17. Soit Λ un arbre maximal d'un graphe Γ 
onnexe non vide. Alors Λ 
ontient tous

les sommets de Γ.

Démonstration. On suppose que non. On peut alors trouver un sommet P de Γ qui n'est pas dans

Λ et une arête y reliant P à Q dans Λ. Mais le graphe ∆ obtenu par adjon
tion du sommet P et

des arêtes y, y serait un arbre par 1.16, 3., 
e qui 
ontredit la maximalité de Γ d'où le résultat.
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